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By means of the energy method, L-splines of Types I and II are characterized
as weak solutions of generalized boundary value problems. This characterization
provides a computational procedure for L-splines. A collection of numerical
examples illustrates the method.

EINLEITUNG

In dieser Note wird auf der Grundlage der Theorie unbeschrinkter
linearer Operatoren mit Hilfe der Energiemethode (Mikhlin [16]) eine
Charakterisierung der L-Splines 2a-ten Grades (n > 1) vom Typ 1 bzw. II
(Schultz—Varga [19]) als schwache Losungen von verallgemeinerten Rand-
wertproblemen der Form

L*¥Lu =k

hergeleitet. Dabei ist L, die Restriktion des linearen Differentialoperators
L = i< a0 mit  dem Definitionsbereich Dom (L) = W,*(I),
I=1]0,1CR, und den Koeffizientenfunktionen a; ¢ €g*{I), 0 <j < n;
a,(x) # 0, x € I, auf den Kern der mit Hilfe der distributionentheoretischen
Ableitungen der Dirac-Male ¢, , €, konstruierten stetigen linearen Abbildung

Foe X (1Y e < (—1Y &e))
0 t—1
von W,»(I) in den Raum C2. Fiir Typ I ist £ = n, fur Typ I dagegen ¢ -= [
mit [ = [(n — )] + 1 zu setzen; L,* bezeichnet den zu L, adjungierten
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L-SPLINES UND RANDWERTPROBLEME 207

Operator. Es zeigt sich, dall L,*L, ein positiv-definiter, selbstadjungierter
Operator mit dem Definitionsbereich Wi"(I) n W,(I) bzw. dem Raum aller
Funktionen u aus W2(I) n W,{I) mit DiLu(0) = DiLu(l) = 0, 0 < j <
n — | — 1 ist. Ferner erweist sich k als eine stetige Linearform auf dem
Energieraum (W"(I); (L(-) | L("))y) von L,*L, bzw. (Wy(I) 0 W(I);
(L() | L())e) von L;*L; in der Form einer gewichteten Linearkombination
von Dirac-MaBen an den inneren Interpolationsknoten. Hierbei bezeichnet
(- | -)o das kanonische Skalarprodukt des komplexen Hilbertraumes Ly(/).
Der reproduzierende Kern (Meschkowski [15]) des Energieraumes von L,*L,
1aBt sich im Falle der Existenz als dessen Green-Funktion berechnen.
Durch Anwendung der Linearform k auf den reproduzierenden Kern
ergibt sich dann eine geschlossene Darstellung fiir die interpolierenden
L-Splines und dariiberhinaus eine Maoglichkeit zu ihrer numerischen

Dem Direktor des Rechenzentrums der Ruhr-Universitdt Bochum, Herrn
Prof. Dr. H. Ehlich, danken wir fiir die Moglichkeit, die beigefiigten Beispiele
auf der Rechenanlage TR 440 zu realisieren.

1. KONSTRUKTION UND LOSUNG DES VERALLGEMEINERTEN
RANDWERTPROBLEMS ZUM ANSATZ VON SARD

Die komplexen Hilbertraume X, Y und Z sowie die stetigen, linearen
Abbildungen U, F seien in dem Diagramm

X_F—>Z

U (D)
Y «— Ker(F)

so gegeben, daB3 durch

(x, p) > ((x | ¥))x = (Ux | Uy)y + (Fx | Fy); (1.1

ein zum urspriinglichen &quivalentes Skalarprodukt auf X erklart wird.
Das ist (Sard [18]) der Fall, sofern die verallgemeinerte Friedrichs’sche
Ungleichung

Ix1% < B Ux |y + 1 Fx1%) (B, >0) (1.2)

fiir alle x € X erfiillt ist. Ferner sei Ker(F) dicht und stetig in Y eingebettet.
Dann ist der unbeschrinkte Operator

U, = U, Dom(U,) = Ker(F) (1.3)

abgeschlossen in Y.
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Bezeichnet U, * den zu U, adjungierten Operator in Y, so gilt fiir den positiven,
selbstadjungierten Operator

A = U*U,, Dom(4) = Dom(U,*U,) C Ker(F) (1.4)
der

Satz 1 (Delvos—Schempp [6]). Es ist A der eindeutig bestimmte positiv-
definite, selbstadjungierte Operator in Y mit

Dom(A4) C Ker(F)
und
(Ax [ y)y = (Ux | Uy)y  (yeKer(F), x € Dom(4)).

Der Energieraum von A ist durch

H, = (Ker(F); (U() | U()y) (1.5)
gegeben.

Satz 1 wird sich im folgenden als wesentliches Hilfsmittel zur operator-
theoretischen Erfassung von Spline-Problemen erweisen. Fine Anwendung
der Energiemethode (Mikhlin [16]) auf A liefert (vgl. [13]) den

Satz 2. Zu jedem stetigen, linearen Funktional ke ¥(H,,C) gibt es
genau ein Element s, € H, , welches das verallgemeinerte Randwertproblem

Ax =k (xe H))
im schwachen Sinne lost, also der Beziehung
Ax | sy = (Ux | Usy) = <x, k)
Sfiir alle x € H, geniigt, und das k zugeordnete Energiefunktional
H,ax~~Ux|Ux)y —2Relx, k>R

minimiert. Das Element s, ist der Reprdsentant des Funktionals k.

2. CHARAKTERISIERUNG UND DARSTELLUNG VON L-SPLINES

In diesem Abschnitt wollen wir L-Splines des Typs I und II (Schultz-
Varga [19]) als schwache Losungen von verallgemeinerten Randwert-

problemen charakterisieren.
Dazu wihlen wir fiir ¥ den (komplexen) Hilbertraum L.(I) der quadrat-
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integrierbaren Funktionen iiber dem offenen Intervall 7=1]0,1[CR
versehen mit dem Skalarprodukt

() = (| D)o = | u(x) ox) dx
und fiir X den Sobolev—Raum W,*(I) mit dem Skalarprodukt

(o) ~@iv), = Y (Du|Div),.

ogign

Unter W,™(I) verstehen wir den Untervektorraum aller Funktionen u € W,*(I),
die den Randbedingungen

Diy(0) = Diu(1) =0 0<jgn—-1

geniigen.
Als Abbildung U betrachten wir den Differentialoperator

L= Y aD (a;e€x"(I),0 <j < n;aux) # 0(xel),
0T Q.1
Dom(L) = Wy(l).

Dabei bezeichne %*(I) den Vektorraum aller Funktionen, die Restriktionen
auf I von n-mal stetig differenzierbaren, K-wertigen (K = R oder i = C)
Funktionen auf einem offenen Intervall J C R mit J D I sind.

An die Stelle von F tritt fiir L-Splines vom Typ I bzw. II die mit Hilfe
der Dirac-MaBe ¢, und e, sowie deren distributionentheoretischen
Ableitungen definierte stetige, lineare Abbildung

F;: W) — C%, Fi= X ((—1)Y de x (—1Y de)) (2.2)

0igt—1

mit ¢t = n (Typ I) bzw. ¢t = [ (Typ II), wobei wir

I'=[r—-Dj+1 23
setzen.
Die Anwendung von Satz 2 erfordert die Giiltigkeit der Ungleichung

wlw), < B} (Lu| Lu), + 3 (I Du@©F + | Du()i)) (24

0i<t—1

mit einer positiven Konstanten B,, fiir ¢ = n,/ und alle Funktionen
u e Wy(I). Sie ist nach Meier [14] garantiert, sofern n der Linearformen

=D o6, = (=771 0<j<1—1)
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linear unabhingig auf Ker(L) sind, was im Fall ¢ = »n stets und bei ¢ =/
insbesondere fiir L = D" wegen

E‘l i ‘V s(s11)) R A R
det (<" ’ /]>)0§£7’.j-iu 1 1) H “+ ])' i 0

0Ly

mit ¥ =1 und s =/ — 1 filir gerades n bzw. r = 2 und s = 7-— 2 fir
ungerades n zutrifft. DaB fiir ¢+ = / die Ungleichung (2.4) nicht immer
gesichert ist, zeigt etwa das Beispiel

L = D? + 472DO, u(x) == sin(2mx).
Fiir die weiteren Erdrterungen im Fall ¢ ==/ fordern wir deshalb, daB3
(2.4) giiltig ist.
Wegen der Stetigkeit fon L (vgl. [9]) ergeben sich dann mit
Ker(F,) = Wy(D),  Ker(Fy) = W(I) N WylJ)

die (D1) entsprechenden Diagramme

Wy Wy (I) — > C2
L l D) e (D3)
LDy —— Wy L(l) «——= W) o W)

Mit Hilfe der Greenschen Formel

(Lulv)y — | L*0)g = Y D" lu(x) Y (—1) Di(apsssx) 0D

0ign—1 0LIE
und den Koeflizienten

b, = (—1)* (k) D¥a, (0 j<n) (2.3)
igkgn J

des zu

L,=1L, Dom(L;) = Ker(F,) (t=mnl)

adjungierten Operators
Z bﬂD j’

ogign
Dom(L,*) = Wy™(), (2.7)
Dom(L*) = W,x(I) n W=Y(I)
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erhalten wir fiir den Operator 4 aus Satz 1

Au= Y bjpf( 5y akau) = n, 1),

oign 0ghgn

Dom(4,) = W3"(I) 0 Wy"(I)
sowie

Dom(4,) = {ue W2(I) 0 WD)} D’Lu(0) = D'Lu(1) = 0,0 <j <n-I-1},

(2.8)
H 4 (1) = (Wy(D); (L()] L()y), 2.9
Ha (D) = (Wyr(D) o WD) (L) L()y)- (2.10)

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber den reproduzierenden Kern des
Energicraums von 4, (vgl. auch Ciarlet-Varga [2], sowie [10], [6-8], und [13]):

SAtz 3. Der reproduzierende Kern des Energieraums H A‘(I) ist die
Green-Funktion K, des Operators A, fiir t = n, L.

Beweis. Nach Satz 1 ist A, positive-definit. Also existiert die Green-
Funktion K, von A4,. Fir alle e Dom(4,) erhalten wir mit Hilfe der
Greenschen Formel aufgrund der Eigenschaften von K; (und unter Beriick-
sichtigung der Leibniz-Regel im Falle t = /):

u(y) = f Ky, x) Au(x) dx = f LKy, X) Lu(x) dx

— Y DKy, x) - Y (1) D@y s(x) Lu()ly

0Lign—1 0rd
= f LKy, x) Lu(x) dx = f Lu(x) L.K/(x,y) dx
I I
= (Lu | LKA, ) -

Mit der Dichtheit von Dom(A4,)in H , (Z)und der Stetigkeit des Skalarprodukts
folgt dann die reproduzierende Eigenschaft von X; fir alle u € H, (I).
Zur Anwendung der Sidtze 2 und 3 auf L-Splines vom Typ I bzw. II
erinnern wir zunichst an deren Definition (Schultz—Varga [19]).
Sei
w0 =x, < <xy=1

eine Zerlegung von I. Mit I, = Jx,_; , x] (1 < i < N) bezeichnen wir die
durch w bestimmten offenen Teilintervalle von 1.
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Ist fe WyI), so heiBit S, € WZ*(I) ein interpolierender L-Spline vom
Typ I (¢t =mn) bzw. 1l (zum Inzidenzvektor (/, 1,...,1,/) e R¥#1; ¢ = [),
falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

rest;, S, € €2(1) (1 <i<<N;t=nl; .11
rest;, L*LS, = 0 (I <i<N;t=nl); 2.12)
Si(x) = f(x) O<i<N;t=n,l); (2.13)
DiS(x,) = Dif(x,) r=0N0<j<t— l;t=mn) (2.14)

z (_1)8 Ds(an—j—i—s(xr) LSL(Xr)) =0 (r = 0, N: 0 \<\] <n-— [ — ])
0s<d
’ (2.15)

Wir erhalten nun (vgl. auch [13] fiir den Typ I) eine Charakterisierung und
Darstellung solcher L-splines durch den nachstehenden

SATZ 4. Der die Funktion fe Ker(F,) interpolierende L-Spline S, vom
Typ I bzw. Il ist die eindeutig bestimmte schwache Losung des verallgemeinerten
Randwertproblems

Ap = ) cadf)e, (eH()t=nl) (2.16)

1CigN—1

mit den Koeffizienten

¢l f) = (D" (@u(x))* (DS (x;+) —D*18y(x;—))  (2.17)

firl <i<<N—1undt=n,l S, besitzt die Darstellung

Sex~ Y A K, x)  (xelit=nl). (2.18)

1CiN-1

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir ¢+ = [. Fiir t = n verlduft er véllig
analog.

Wegen (2.14) gehodrt S; zu H,(I). Fir alle ve H,(I) folgt mit (2.12)
und der Greenschen Formel

(Lo LS = ¥ [ Lo IS dx

1<igN s

= Y % D) Y (1) D@ r0) LS|

1IN 0ign—1 ord Ti-1
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Aus Div(0) = Div(1) =0 fiir 0 <<j << /— 1 und der Stetigkeit der Ab-
leitungen von S; bis zur Ordnung 2n — 2 ergibt sich unter Beriicksichtigung
der Leibniz-Regel

Y D) Y (1) D@0 =0.
1EN n—-lgign~2 0rgd -
Ebenso liefert (2.15)
Y D) Y (-1 =0.

1IN 0gign~1—-1 0r<d L1

Wegen v(0) = v(1) = 0 und der Stetigkeit von DS, fur 0 <j <20 —2
folgt schlieBlich mit der Leibniz—Regel

(Lo | LS) = (—D)*1 ¥ ay(x) v(x) D" LS,()|

1N

— = Y o= 1) @) DS

1IKN i1
= ZN (— D" ((au(x9))? D*18y(x;—) v(x:) — (an(Xia))®

X D¥ IS0 +) v(x;1))
= Y (=D (a(x))? (D18 (x;+) — D218, (x,—)) v(x,)

1GigN—1

= <Ua 1<i§N—1 cii(f) 5m,-> .

Mit dem reproduzierenden Kern K; von H, (I) erhalten wir gemaB Satz 2
und Davis [4] fiir alle y e I:

S0) = (K2 T ) en)

1<igN-1

= <m,—_), Y el ew,->

1IEN—1

= Z ci () Ky, x)).

1<igN-1

Fiir Operatoren erster bzw. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
lassen sich die ¢; ( f) explizit in der Form

¢, l(f) = of (x;) + BF(x) + of (Xi30)

bzw.

cilf) = of (i) + Bf(x) + of (i) +y Y A5 (x)

1<igN-1
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bestimmen. Dabei bezeichnet N die Anzahl der Knoten einer dquidistanten
Zerlegung von I. Die Groflen «, S und ¢ hdngen von den Operatorenkoeffi-
zienten und fiir 1. == D¥ (k = 1, 2) auch von der Schrittweite / der Zerlegung
ab. 4;' sind die Elemente der gemiB der Adjungiertenformel mit Hilfe
von Differenzengleichungsmethoden berechenbaren Inversen der tri-
diagonalen Matrix des zugehorigen linearen Systems der Stetigkeits-
gleichungen (vgl. Ahlberg—Nilson—Waish [I] fiir den Fall 7. == D?. Dieses
Verfahren (vgl. [13]) erweist sich jedoch fiir Operatoren zweiter Ordnung nur
fiir Schrittweiten 2 > 5% als numerisch sinnvoli, benoétigt dann allerdings
lediglich einen Rechenaufwand in der GréBenordnung von N2 Operationen.
Auf ein weiteres Verfahren, das zum Teil fest implementierbar ist, nur 2N — 1
Additionen und Multiplikationen erfordert und sich dariiberhinaus als
numerisch stabil erweist, werden wir in einer weiteren Arbeit eingehen.

3. BERECHNUNG VON L-SPLINES

In diesem Abschnitt leiten wir eine Moglichkeit zur Berechnung von
L-Splines her, die nur die Kenntnis des reproduzierenden Kerns des
zugehorigen Energieraums erfordert.

Zunichst erhalten wir aufgrund der Interpolationsbedignung (2.13)
aus den Sdtzen 2 und 4 unmittelbar die definierende Minimaleigenschaft
der L-Splines in

KOROLLAR 5. Fir fe H,(I) (t = n,1) ist S, das eindeutig bestimmte
Element in der Klasse aller ve H,(I) mit v(x;) = f(x;) (1 <<i << N—1),
welches das Funktional v ~ (Lv | Lv), minimiert.

Dieses Korollar und Satz 3 liefern dann mit Hilfe eines bekannten
Ergebnisses aus der Theorie der Hilbertriume mit reproduzierendem Kern
(Meschkowski [15]) fiir S; die Darstellung (vgl. auch Karlin [12], sowie
[5-7, 10]):

Sx)= Y aK{x,x) (xeLit=nl) 3.1
1Ci<N-1
mit
Y Klxj,xdai=f(x) (A<j<N—Lt=nl). (2

1iN-1

Dabei bezeichnet K, den reproduzierenden Kern des Energieraums H,, .
Die Koeffizienten c; ( f) lassen sich also in der Form

cdf)=a (A<K<ISKN—1;t=mn) (3.3)
berechnen.
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Wir bemerken, daB die Matrix des Systems (3.2) positiv-definit ist und sich
somit das Verfahren von Cholesky anwenden [46t. Bislang haben wir
ausschlieBlich interpolierende L-Splines zu Funktionen fe H,(I) (t = n,[)
untersucht. Es bleibt zu zeigen, daBl die homogene Betrachtungsweise keine
Einschrinkung bedeutet.

Bezeichnen wir mit P, (¢ = n, /) das (verallgemeinerte) Hermite-Birkhoff—
Polynom als eindeutig bestimmte Losung des Randwertproblems

L*LP, =0 t =n,l),
DP(x,) = Dif(x,) O<j<t~1Lr=0,Nt=nl), (34
DILP(x,) = 0 O0O<j<n—1—1;r=0,N)

fiir fe WyM(I), so gehort die Funktion

w=f—P, (3.5)

zum Raum HAt(I) (t=mnl).
Setzen wir

Sir = St + Pt =n,1) (3.6)

mit dem w interpolierenden L-Spline S, ,, , so gilt

Sy A(x:) = f(xy) O<i<N;t=nl),
DS, (x,) = Dif(x,) O<j<t—-1Lr=0,N;t=n1), (37
DILS, (x,) — 0 O<j<n—I—T;r—=0,N).

Wir erhalten dann den
SATZ 6. Fiir fe Wy(I) und t = n, [ sei

w=f—P,
und
Vi={ve WD) {v — fe Ha}.
Dann ist
Sty = Siw+ Py

das eindeutig bestimmte Element in der Klasse aller v e W,n(I) mit

v(x;) = f(x:) (0 <i<N)
Div(x,) = Dif(x,) (0<j<t—1Lr=0,N),

welches das Funktional

v~ (Lv| Lv),
minimiert.
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Ferner ist S, ; die eindeutig bestimmte schwache Losung des verallgemeinerten
Randwertproblems

A = Z i, (W) €,
ICigN-1

\

1
T ( S (DY i) LS -0 e,
n—tn—L \n—t<ri 0

(we V), dh. es gilt
Lo | LS, 5)y = Z i (w) v(x;)

1N

1
+ X D) Y (DY (@umgX) LS (X))
n—tLign—1 n—tLrd o

firalleveVv,.
Beweis. Mitv = (v — S, ;) + S, folgt

(Lv | Lv)y = (Lt — Si.) | Lo — Sy, + (LS:7 1 LS:1)o
+ 2Re(L(v — Sy0) | LSy4), -

Nach Definition von S, ; gilt
(L(v — Su9) | LSsp)o = (Lo — Sy ) | LSy 0)o + (Lo — S0 | LPy), -
Die Greensche Formel liefert
(L(v = Se. )l LSt )

= Y | = S.000) LFLS, () dx

1N i
' . : . Ty o~ s~ 1
+ Y Do — S, () Y (=1 D@y x) LS (X))
0ign~1 0<iE 0

und
(L(v — S;, 9| LPy),
— [ (v — .0 TFLP(x) dx
I

1
+ Y D — S, )0) Y (1) D) LR
0gign—1 0IE 0
Der Integralterm verschwindet wegen (2.12) bzw. (3.4) und der diskrete
Teil aufgrund der Bedingung (3.7) fiir den Typ I bzw. (3.4), (3.7) und (2.15)
fiir den Typ 1I.
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Es folgt die Orthogonaltitétsrelation
(L — Si,0) | LSi )y = O

und somit die behauptete Minimaleigenschaft fiir S; ;. Fiir alle v € Wy»(I)
mit v — fe H,(I) (t = n, ) erhalten wir

(Lo | LSy 1)e = (Lv | LS;u)o + (Lv | LPy), .

Wie im Beweis zu Satz 4 ergibt sich

(Lv | LS;,w)e
= Z e, (W) v(x;)
IiIgN~-1
) 1
Y DR L (1 D) IS0
n—tLign—1 n—-tLrd 0
und
1
(LolLPYy= Y D7 7ux)- ) (1) D"(@nin(x) LP(x))| -
n—tLign—1 n—t<rgd 0

Wegen (v — f)e H 1) und S, ; = S;, + P, folgt mit der Linearitit von
L die Behauptung,.
Fiir Polynom-Splines n-ten Grades vom Typ I, also den Fall

L=Dr,  Dom(L) = Wy(l),

lassen sich das Polynom P, und der reproduzierende Kern K, des Energie-
raums
H., = (Wyn(I); (D"()| D*(-)),)

zum Operator

A, = (=1 D>, Dom(4,) = W(I) N Wz"(l)

explizit angeben.
Nach Phillips [17] erhalten wir fiir fe W,*(I) als Lésung des Zwei-Punkte-
Hermite Randwertproblems

(=) D*P, =0
DiP,(0) = Df(0)
DIP() = Dif(1) (0 <j<n—1),
das Polynom

Px)= 3 (Df(0) g;n(x) + DIf(IN—1Y g;u(l — %))

Oign—1
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R E R (LD Y (R
I Ochen—i—1
Beriicksichtigt man, dal}
G, 3) == (1) (x =y )2 — 1!
die Green-Funktion des Anfangswertproblems
(—D)" Dy =v (€ WED); v e L(1)),
Du0) =0 (0<j<2n—1)

ist, so ergibt sich mit Hilfe von P, und G, einer Idee von Gordon [11]
folgend fiir den reproduzierenden Kern von H, die Funktion

)in—l

= 0 (G P = L S e = ).

4, NUMERISCHE BEISPIELE, ANWENDUNGEN AUF DIE STATISCHE
BIEGUNG VON BALKEN

Das in (3.1) und (3.2) bzw. Satz 6 beschriebene Verfahren zur Berechnung
von L-Splines soll an einigen numerischen Beispielen illustriert werden.
Zu den Funktionen

fi(x) = 4x(1 — x) sin(mx)
aus W,%(I) bzw.

fo(x) = sin(7x)
aus W(I) N WX(I) bzw.
fa(x) = exp x

aus W,XI) wurden jeweils die in Frage kommenden L-Splines S, (f = n,
I;n=1,2;k=1,2,3) zu den Knoten

x, =10 (0 <i<10)

berechnet. Dazu wurde der diskrete Fehler

e, = max g

£ (45) = S ()] £0 <) <30

sowie die zugehSrende Rechenzeit Z in Sekunden ermittelt.
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BespiEL 1. Operator:
L=a-D (a(x) = (—X—%LT)I/Z) , L*L = —DYa?D").
Reproduzierender Kern von (W,1(I); (L(-) L(-))o):
Kx,p) =42+ 03—y -2+y) 0O<x<y<l,
=2+ y)B—x-2+x) O<y<x<I).
Hermite-Birkhoff-Polynom:

P(x) = —§(x — D(x + 3) £50) + §x(x + 2) fs(1)

k e1.x 1 Z
11]242-10°2| 0,38
311,42-10% 0,40
BeispiEL 2. Operator:
L:D1+aD°(a:~—~——l, ), L= D
X T 1

Reproduzierender Kern von (W,{(I); (L() | L(-))o):
K(x, p) =y — x) — (y — )}
Hermite-Birkhoff-Polynom:

P(x) = (1 — x) f5(0) + xf5(1)
k 1 e x l z

0.41
0.43

11236102
31289103

BrspieL 3. Operator:

L = aD* (a(x) = (—l-l—)l’z) . L*L — D@D

x+
Typ I:
Reproduzierender Kern von (WJ(I), (L) | L())e):
Ky(x,y) = %%xz(y — 1P 2y(x + 3)(Sy + 13) —x(x + 2)(9y% + 26y -+ 13))

O<x<y<),
= T;—Gyz(x —12Cx(y + 3)HGx + 13) —y(y + 2)(9x* + 26x + 13))

O<y<x<.

640/22/3-3
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Hermite-Birkhoff-Polynom:

Pofx) = e — Dlda - 91 = x(v - 1(5x == 13) /51(0)
— X3(9x% - 8x — 30) fy(1) + (x — DH9x% - 26x - 13) £,(0))
k Ca,x Z

1127101 | 0,41
31274107 | 04l
Typ II:

Reproduzierender Kern von (W,2(I) 0 WH(I); (L() | L(-))o):

Ki(x,p) = 9sx(y = DO +y =5+ x(x+2) O<x<y<,
— = DEE 4 x =L +2) O <y<x<I).
Hermite-Birkhoff-Polynom:

Py(x) = (I — x)/0) 4 xfo(D)

k | €11 \ VA

J—
214,14 -10~% | 0,39
1,29 - 10-3 | 0,40

Nach Satz 4 und Collatz [3], Stakgold [20] bietet sich folgende Anwendung
auf die statische Biegung von Balken an.

Auf einen Balken mit der verdnderlichen Biegesteifigkeit 1/(x - 1),
der an seinen Enden O und 1 fest eingespannt bzw. gelenkig gelagert ist,

miissen an den Stellen x; = /10 (1 << i <{9) Einzellasten der GroBe
¢;.o(f1) bzw. ¢, 1(f;) gemil folgender Tabelle

i 1 233[41
|

|
ciolf) | —0,20 } 23,38 ‘ 36,47 , 40,88

(s | 797 7,37; 7,55' 6,90 |
6| 71| 8 | 9

l‘ 37,01 ’ 26,77 | 12,48 f —3,00’ —17,61
|

|
[ |

4,59 3,03’ 1,49' —0,3

wirken, damit seine statische Biegungslinie durch die Punkte (x;,fi(x;))
bzw. (x;,fo(x1) (0 < i < 10) geht. Die Auslenkung des Balkens zwischen
den Belastungstellen x; wird durch den gemidB (3.1) und (3.2) berechenbaren
L-Spline S, ; vom Typ I bzw. Sy ;, vom Typ II représentiert.

5,91
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Beispier 4. Operator:

L = D?-- gDt (a(x):fx_ll,_l), L*L = DA,
Typ I:

Reproduzierender Kern von (W2(D); (LC) | L())):

Ko(x,3) = —§y3x — 1P @xy + y — 3x) + §(y — 23 .
Hermite-Birkhoff-Polynom:

Pyx) = x*(x — 1) f5'(1) + x(x — 1)*f5'(0)
+ %3 — 2x) f5(1) + (x — 1’2x + 1) /50
k ' o l VA

1,24 - 104 { 0,47
5,57 - 1077 | 0,53

1
3

Typ II:
Reproduzierender Kern von (W(I) © WMI); (L(-) | L(*))o):
Ki(e, y) = —§y° + —p(6p* + Ty + 14) x + $y(3y® — 10y — 20)x*
+ 35y + 22+ — 0]
Hermite-Birkhoff-Polynom:
Pi(x) = §x(x + 2) f(1) — 3(x — D(x + 3) £(0)
k €1 ‘ z
21148 103
36,6710

0,57
0,59

In diesem Beispiel miissen an den Stellen x; = i/10 (1 < i < 9) Einzellasten
der GréBe ¢; o(f1) bzw. ¢; 1(f) gemial der Tabelle

i ‘ 1 2 3 4

¢i.o(f1) i—22,81 7,64 | 33,22| 50,90

[
c;a(fe) o 52,10 —7,42| 11,40 | 8,36
5 6 7 8 9

57,10} 50,90 | 33,22 | 7,64 | —22,81

9,86 9,69| 6,06(12,59]| —22,61
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W

irken, damit die statische Biegungslinie eines Balkens mit der konstanten

Biegesteifigkeit 1, der an seinen Enden O und 1 fest bzw. drehelastisch

ei

ngespannt ist (mit einer Drehelastizitit der GroBe 1 in 0 und % in 1),

durch die Punkte (x;, fi(x;)) bzw. (x;, foi(x,)) (0 < 7 < 10) geht. Die Aus-

le

nkung eines solchen Balkens zwischen den Belastungsstellen x; wird

wiederum durch den L-Spline S, ; vom Typ I bzw. Sy1.7, vom Typ Il reprisen-
tiert.

Zur Berechnung der reproduzierenden Kerne in den Beispielen 1 und 3

verweisen wir auf die Ausfithrungen bei Collatz {3].

10.

11.

12.
13,

14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.
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