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By means of the energy method, L-splines of Types I and II are characterized
as weak solutions of generalized boundary value problems. This characterization
provides a computational procedure for L-splines. A collection of numerical
examples illustrates the method.

EINLEITUNG

In dieser Note wird auf der Grundlage der Theorie unbeschriinkter
linearer Operatoren mit Hilfe der Energiemethode (Mikhlin [16]) eine
Charakterisierung der L-Splines 2n-ten Grades (n ;?: I) vom Typ I bzw. II
(Schultz-Varga [19]) als schwache L6sungen von verallgemeinerten Rand
wertproblemen der Form

hergeleitet. Dabei ist L{ die Restriktion des linearen Differentialoperators
L = LO<j<;n ajDj mit dem Definitionsbereich Dom (L) = W2

n(I),
I ~~ ]0, 1[ C IR, und den Koeffizientenfunktionen aj E 't' IR n(1), 0 ::;; j ::;; n;
an(x) oF 0, x E 1, auf den Kern der mit Hilfe der distributionentheoretischen
Ableitungen der Dirac-Ma13e EO, E1 konstruierten stetigen linearen Abbildung

Ft == X ((~IY UEO
O~<h;:J-l

von W2
n (I) in den Raum C2t

• Fur Typ list t = n, fUr Typ II dagegen t ,= I
mit I == [ten ~ I)] + 1 zu setzen; L t* bezeichnet den zu L{ adjungierten
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L-SPLINES UND RANDWERTPROBLEME 207

Operator. Es zeigt sich, daB L t*L t ein positiv-definiter, se1bstadjungierter
Operator mit dem Definitionsbereich W:n(!) n W2

n(!) bzw. dem Raum alIer
Funktionen u aus Win(/) n W2

z(!) mit DiLu(O) = DiLu(l) = 0, 0 :S; j :S;
n - I -- 1 ist. Ferner erweist sich k als eine stetige Linearform auf dem
Energieraum (W2

n(I); (L(-) I L(-))o) von L n *Ln bzw. (W2
n(I) n W2

1(I);
(L(·) IL(·))o) von Lz*L I in der Form einer gewichteten Linearkombination
von Dirac-MaBen an den inneren Interpolationsknoten. Hierbei bezeichnet
(. I ·)0 das kanonische Skalarprodukt des komplexen Hilbertraumes L 2(I).
Der reproduzierende Kern (Meschkowski [15]) des Energieraumes von Lt*Lt

HiBt sich im Faile der Existenz als dessen Green-Funktion berechnen.
Durch Anwendung der Linearform k auf den reproduzierenden Kern
ergibt sich dann eine geschlossene Darstellung fUr die interpolierenden
L-Splines und dartiberhinaus eine Moglichkeit zu ihrer numerischen

Dem Direktor des Rechenzentrums der Ruhr-UniversiHit Bochum, Herrn
Prof. Dr. H. Ehlich, danken wir fUr die Moglichkeit, die beigefUgten Beispiele
auf der Rechenanlage TR 440 zu realisieren.

1. KONSTRUKTION UND LbSUNG DES VERALLGEMEINERTEN

RANDWERTPROBLEMS ZUM ANSATZ VON SARD

Die komplexen Hilbertraume X, Y und Z sowie die stetigen, linearen
Abbildungen U, F seien in dem Diagramm

X~Z

ul
Y~ Ker(F)

so gegeben, daB durch

(x, y) ~ ((x Iy))x = (Ux I Uy)y + (Fx IFy)z

(01)

(Ll)

ein zum ursprtinglichen aquivalentes Skalarprodukt auf X erklart wird.
Das ist (Sard [18]) der Fall, sofern die verallgemeinerte Friedrichs'sche
Ungleichung

II x II~ :S; B/(II UX II~ + II Fx II~) (1.2)

fUr aIle x E X erfUlIt ist. Ferner sei Ker(F) dicht und stetig in Yeingebettet.
Dann ist der unbeschrankte Operator

abgeschlossen in Y.

Dom(U1) = Ker(F) (1.3)
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Bezeichnet UI *den zu UI adjungierten Operator in Y, so gilt fUr den positiven,
selbstadjungierten Operator

(1.4)

der

SATZ I (Delvos-Schempp [6]). Es ist A der eindeutig bestimmte positiv
definite, selbstadjungierte Operator in Y mit

Dom(A) C Ker(F)

und

(Ax i y)y = (Ux I Uy)y

Der Energieraum von A ist durch

(y E Ker(F), x E Dom(A».

H A = (Ker(F); (Un I U(-)y)

gegeben.

(1.5)

Satz I wird sich im folgenden als wesentliches Hilfsmittel zur operator
theoretischen Erfassung von Spline-Problemen erweisen. Eine Anwendung
der Energiemethode (Mikhlin [16]) auf A liefert (vgl. [13]) den

SATZ 2. Zu jedem stetigen, linearen Funktional k E !£'(HA , C) gibt es
genau ein Element Sk E HA , welches das verallgemeinerte Randwertproblem

Ax = k

im schwachen Sinne lOst, also der Beziehung

fUr aile x E HA genilgt, und das k zugeordnete Energiefunktional

HA 3 X ""+ (Ux I Ux)y - 2 Re(x, k) E IR

minimiert. Das Element Sk ist der Repriisentant des Funktionals k.

2. CHARAKTERISIERUNG UND DARSTELLUNG VON L-SPLINES

In diesem Abschnitt wollen wir L-Splines des Typs I und II (Schultz
Varga [19]) als schwache Losungen von verallgemeinerten Randwert
problemen charakterisieren.

Dazu wahlen wir fUr Y den (komplexen) Hilbertraum L 2(I) der quadrat-
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integrierbaren Funktionen tiber dem offenen Intervall 1= ]0, 1[ C IR
versehen mit dem Skalarprodukt

(u, v) "'+ (u I v)o = Lu(x) vex) ely

und flir X den Sobolev-Raum W2
n(I) mit dem Skalarprodukt

(u, v) M' (u i v)n = L (Diu I Div)o .
O<i<n

Unter W2n(I) verstehen wir den Untervektorraum aller Funktionen U E W2n(I),
die den Randbedingungen

DiU(O) = Diu(l) = 0 (0 ~j ~ n - 1)

geniigen.
Ais Abbildung U betrachten wir den Differentialoperator

L = L aiDi
O~i~n (2.1)

Dabei bezeichne ~o<n(1) den Vektorraum aller Funktionen, die Restriktionen
auf I von n-mal stetig differenzierbaren, IK-wertigen (IK = IR oder IK = iC)
Funktionen auf einem offenen Intervall J C IR mit TJ I sind.

An die Stelle von F tritt flir L-Splines yom Typ I bzw. II die mit Hilfe
der Dirac-MaBe EO und EI sowie deren distributionentheoretischen
Ableitungen definierte stetige, lineare Abbildung

F t = X ((-1)i8iEo X (-1)i8iEI) (2.2)
O<h;~t-l

mit t = n (Typ I) bzw. t = I (Typ II), wobei wir

I = [t(n - 1)] + 1

setzen.
Die Anwendung von Satz 2 erfordert die Giiltigkeit der Ung1eichung

(2.3)

(u I u>n ~ Bi.tC(Lu I Lu)o + L (I Diu(O)1 2 + I D j u(1)1 2» (2.4)
O~i~t-l

mit einer positiven Konstanten BI •t flir t = n, I und aIle Funktionen
U E w2n(I). Sie ist nach Meier [14] garantiert, sofern n der Linearformen

(O~j~t-1)
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linear unabhangig auf Ker(L) sind, was im Fall t ~= n stets und bei t
insbesondere fUr L = Dn wegen

( x:
i

)det =-- I
i! ' J )O(;if;n-l

mit r = 1 und s = 1- 1 fUr gerades n bzw. r = 2 und s = 1- 2 fUr
ungerades n zutrifft. DaB fur t = 1 die Ungleichung (2.4) nicht immer
gesichert ist, zeigt etwa das Beispiel

u(x) =~ sin(27Tx).

Fur die weiteren Erorterungen im Fall t = 1 fordern wir deshalb, daB
(2.4) gultig ist.

Wegen der Stetigkeit fon L (vgl. [9]) ergeben sich dann mit

die (01) entsprechenden Diagramme

F
W

2
"(I) ~_"-+ 1[:2n

L1 (02)

LtC!) _:J W2
n(I)

Mit Hilfe der Greenschen Forme!

w
2
n(I)~ 1[:21

L1 (03)

L 2(J) ~ W2
n(l) n W2z(J)

(Lu I v)o - (u I L*v)o = I Dn-i-lu(x) I (-lY Di(an_i+i(X) v(x))I~

und den Koeffizienten

(0 <J < 11) (2.5)

des zu

(t = n, I)

adjungierten Operators

L t * = L biDi,
O:<j<n

Dom(Ln*) = w2n(J),

Dom(Lz*) = w
2
n(I) n W;-Z(l)

(2.7)
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erhalten wir fUr den Operator A aus Satz 1
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Atu = I bjDi ( I akDku)
O,,;;i,,;;" O,,;;k,,;;n

(t = n, I),

sowie

Dom(A) = {u E W;"(I) n a; i(I)1 DjLu(O) = DiLu(1) = 0,0 ::;;;'j ::;;;. n -I-I},

(2.8)

HAP) = (W2"(I); (L(.)I L(.))o), (2.9)

(2.10)

Der folgende Satz gibt Auskunft tiber den reproduzierenden Kern des
Energieraums von At (vgI. auch CiarIet-Varga [2], sowie [10], [6-8], und [13]):

SATZ 3. Der reproduzierende Kern des Energieraums HA/l) ist die
Green-Funktion K t des Operators At fur t = n, l.

Beweis. Nach Satz 1 ist At positive-definit. Also existiert die Green
Funktion K t von At. Ftir aile u E Dom(A t) erhalten wir mit Hilfe der
Greenschen Formel aufgrund der Eigenschaften von K t (und unter Beriick
sichtigung der Leibniz-Regel im Faile t = I):

u(y) = LKt(y, x) Atu(x) dx = LLxKt(y, x) Lu(x) dx

I D~-j-lKt(Y,x)· I (-1)' Dr(an_r+ix)Lu(x))I~
O:(j:(n-l O:(r:(i

= LLxKtCy, x) Lu(x) dx = LLu(x) LxKt(x, y) dx

= (Lu I LxKtC·, y))o,

Mit der Dichtheit von Dom(At)inHA (I)und der Stetigkeit des Skalarprodukts
t

folgt dann die reproduzierende Eigenschaft von K t fUr aile U E HAll).
Zur Anwendung der Satze 2 und 3 auf L-Splines vom Typ I bzw. II

erinnern wir zunachst an deren Definition (Schultz-Varga [19]).
Sei

w: 0 = X o < ... < XN = 1

eine Zerlegung von 1. Mit Ii = ]Xi-l , Xi[ (l ::;;;. i ::;;;. N) bezeichnen wir die
durch w bestimmten offenen TeilintervaIIe von I.
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1st IE w 2
n(I) , SO heif3t St E win-l(!) ein interpolierender L-Spline vom

Typ I (t = n) bzw. 11 (zum Inzidenzvektor (I, I, ... , 1, l) E [RN+l; t l),
falls die folgenden Bedingungen erfUllt sind:

2n -
rest!; St E 't'c (Ii)

rest!; L*LSt = 0

Sixi) = f(Xi)

DiSt(Xr) = Dif(xr)

(1 :s;; i ~"- N; t = 11, l);

(1 :s;; i :s;; N; t = 11, l);

(0 :s;; i :s;; N; t = n, l);

(r = 0, N; 0 :S;;j:S;; t ~ 1; t = n, l);

(2.11 )

(2.12)

(2.13)

(2.14)

L (_1)8 D8(an_Hs(Xr) LSI(xr)) = 0
0<,8';;)

(r = 0, N; 0 :s;; j :s;; 11 - l - 1).

(2.15)

Wir erhalten nun (vgl. auch [13] fUr den Typ I) eine Charakterisierung und
Darstellung solcher L-splines durch den nachstehenden

SATZ 4. Der die Funktion IE Ker(Ft) interpolierende L-Spline St rom
Typ I bzwo II ist die eindeutig bestimmte schwache Losung des verallgemeinerten
Randwertproblems

Atv = L Ci,t(f) Ex;

l<i<N~l

mit den Koeffizienten

(v E H4!); t = 11, l) (2.16)

fur 1 :s;; i :s;; N - 1 und t = n, lo St besitzt die Darstellung

St: x ~ L Ci.t(f) Kt(x, Xi)
l<i<;N-l

(x E I; t = 11, I). (2.18)

Beweis. Wir fUhren den Beweis fUr t = lo Fur t = n verliiuft er vollig
analog.

Wegen (2.14) gehOrt Sl zu HA/I). Fur aile v E H Az(!) folgt mit (2.12)
und der Greenschen Forme1

(Lv I LSI)o = L i Lv(x) LSI(x) dx
l<,i<.N Ii

= ~ L Dn-Hv(x) 0 L. (-1)' Dr(an_Hr(X) LSI(X))[ .
l</I,(;N O(;J(;n-l O<r<} i-I
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Aus Div(O) = Div(l) = 0 flir 0 ~ j ~ I - 1 und der Stetigkeit der Ab
leitungen von Sl bis zur Ordnung 2n - 2 ergibt sich unter BerUcksichtigung
der Leibniz-Regel

~ . L Dn-f-lv(x)' L .. (-1)' DT(an_i+r(x) LSz(x))[: = O.
l~~'t<N n-l<J~n-2 O~l <.) '/.-1

Ebenso liefert (2.15)

L L Dn-f-lv(x)' L. (-1)' DT(an_HT(x) LSI(x))C = O.
l<t<N O~J:<n-l-l O~r<) t-l

Wegen v(O) = v(I) = 0 und der Stetigkeit von DiSl flir 0 ~ j ~ 2n - 2
folgt schlieJ3lich mit der Leibniz-Regel

(Lv I LSI)o = (_l)n-l L an(x) vex) Dn-l LS\(x)IXi
l:;;J<N Xi-l

= - L V(X)( _l)n (an(x))2 D2n-W I(xf
i

l<J<,N Xi-1

= - L (_l)n «an(Xi))2 D2n Wbi-) V(Xi) - (an(Xi _ 1))2
1<;.i <.N

Mit dem reproduzierenden Kern Kl von H A (I) erhalten wir gemaB Satz 2_ I

und Davis [4] fUr aIle y E I:

= <Kl(y, .), ~ CiJf) EXi)
lq<,N-l

L Ci,/(f) K/(y, xJ
l<,i<,N-l

FUr Operatoren erster bzw. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
lassen sich die Ci,t(f) explizit in der Form

bzw.

Ci.t(f) = O:f(Xi - 1) + flf(Xi) + !Xf(Xi+l) + Y L Ai/f(x;)
l<,k;N-l
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bestimmen. Dabei bezeichnet IV die Anzahl der Knoten einer aquidistantcn
Zerlegung von I. Die Gro13en ex, fJ und y hiingen von den Operatorenkoeffi
zienten und fUr L Dk (k =c I, 2) auch von der Schrittweite h der Zerlegung
abo Ail sind die Elemente der gemii13 der Adjungiertenformel mit Hilfe
von Differenzengleichungsmethoden berechenbaren Inversen der tri
diagonalen Matrix des zugehorigen linearen Systems der Stetigkeits
gleichungen (vgl. Ahlberg-Nilson-Walsh [I] fUr den Fall L D2). Dieses
Verfahren (vgl. [13]) erweist sich jedoch fUr Operatoren zweiter Ordnung nur
fUr Schrittweiten h ;;-" -lo als numerisch sinnvoll, benotigt dann allerdings
1ediglich einen Rechenaufwand in der Gro13enordnung von N" Operationen.
Auf ein weiteres Verfahren, das zum Teil fest implementierbar ist, nur 2N I
Additionen und Multiplikationen erfordert und sich dariiberhinaus als
numerisch stabil erweist, werden wir in einer weiteren Arbeit eingehen.

3. BERECHNUNG VON L-SPLINES

In diesem Abschnitt leiten wir eine Moglichkeit zur Berechnung von
L-Splines her, die nur die Kenntnis des reproduzierenden Kerns des
zugehorigen Energieraums erfordert.

Zunachst erhalten wir aufgrund del' Interpolationsbedignung (2.13)
aus den Satzen 2 und 4 unmittelbar die definierende Minimaleigenschaft
der L-Splines in

KOROLLAR 5. Fur IE H A (/) (t = n, I) ist St das eindeutig bestimmte
t

Element in der Klasse aller v E H At(/) mit V(Xi) = f(Xi) (1 :;;; i :;;; N ~ I),
welches das Funktional v ""+ (Lv I Lv)o minimiert.

Dieses Korollar und Satz 3 liefern dann mit Hilfe eines bekannten
Ergebnisses aus der Theorie der Hi1bertraume mit reproduzierendem Kern
(Meschkowski [15]) fUr St die Darstellung (vgl. auch Karlin [12], sowie
[5-7, 10]):

mit

St(X) = I aiKt(x, Xi)
l~;;J~N-l

(X E J; t = n, I) (3.1)

I KtCXj, Xi) ai = f(Xj)
1 (;i:(N-l

(1 ~j ~ N - 1; t = n, I). (3.2)

Dabei bezeichnet K t den reproduzierenden Kern des Energieraums HAt'

Die Koeffizienten Ci.t(f) lassen sich also in del' Form

berechnen.

cu(f) = ai (1 ~ i ~ N - 1; t = n, I) (3.3)
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Wir bemerken, daB die Matrix des Systems (3.2) positiv-definit ist und sich
somit das Verfahren von Cholesky anwenden laBt. Bislang haben wir
ausschlieBlich interpolierende L-Splines zu Funktionen f E H A (I) (t = n, l)

t
untersucht. Es bleibt zu zeigen, daB die homogene Betrachtungsweise keine
Einschrankung bedeutet.

Bezeichnen wir mit P t (t = n, I) das (verallgemeinerte) Hermite-Birkhoff
Polynom als eindeutig bestimmte Losung des Randwertproblems

L*LPt = °
DiP1(xr) = Dif(xr)

DiLP1(xr ) = °
(t = n, I),

(0 ~ j ~ t - 1; r = 0, N; t = n, I), (3.4)

(0 ~ j ~ n - I - 1; r = 0, N)

fUr f Eo w2
n(I) , so geMrt die Funktion

w =f- P t

zum Raum H A (I) (t = n, I).
t

Setzen wir

St,t = St.w + PtCt = n, I)

mit dem w interpolierenden L-Spline St.w , so gilt

(3.5)

(3.6)

St,t(X;) = f(x;)

DiStAxr ) = Dif(xr )

DiLSl,f(xr ) = °
Wir erhalten dann den

(0 ~ i ~ N; t = n, I),

(0 ~j ~ t - 1; r = 0, N; t = n, I), (3.7)

(0 ~ j ~ n - I - 1; r = 0, N).

SATZ 6. Fiir fE w2n(I) und t = n, I sei

w =f- P t

und

Dann ist

das eindeutig bestimmte Element in der Klasse alter v E w2n(I) mit

vex;) = f(x;)

DiV(Xr) = Dif(xr)

welches das Funktional

(0 ~ i ~ N),

(0 ~ j ~ t - 1; r = 0, N),

minimiert.
v"'+ (Lv I Lv)o
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Ferner ist St,t die eindeutig bestimmte schwache Losung des verallgemeinerten
Randwertproblems

(v E Vt), d.h. es gilt

(Lv I LSt.f)o = L cu(w) V(Xi)

+ L Dn-i-lf(x)· L (- Dy (an-Hr(X) LSt,t(X))r
rI-t~;;;j~n-·l n-t<r~) 0

jur aile v E Vt •

Beweis. Mit v = (v - St.f) + St.f folgt

(Lv I Lv)o = (L(v ~ St.f) I L(v - St,j))o + (LSt.f I LSt,t)o

+ 2 Re(L(v - St.f) I LSt.t)o .

Nach Definition von St.f gilt

Die Greensche Formel liefert

(L(v - St.f)1 LSt.w)o

= L J(v - StJ)(x) I*LSt,w(x) dx
l<,i~N Ii

+ L Dn-i-I(V - St.f)(X)· L. (-lY Di(an_i+;(X) ISt.w(X))I:
O<t<:n-l O~)<t

und

(L(v - St.f)1 LPth

= J
T

(v - St,t)(x) L*LPtCx) dx

+ L Dn-i-l(v - St.f)(x)· L (-l)i Di(an_i+;(x) LPt(X))!l.
O<i<n-l O<;i<i '0

Der Integralterm verschwindet wegen (2.12) bzw. (3.4) und der diskrete
Teil aufgrund der Bedingung (3.7) fUr den Typ I bzw. (3.4), (3.7) und (2.15)
fUr den Typ II.



L-SPLINES UND RANDWERTPROBLEME

Es folgt die Orthogonaltitatsrelation
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und somit die behauptete Minimaleigenschaft fUr St.f. Fur aIle v E W2n(I)
mit v -- fE HA(I) (t = n, 1) erhalten wir

t

Wie im Beweis zu Satz 4 ergibt sich

(Lv I LSt.w)o

I Ci,tCW) V(Xi)

+ I Dn-Hv(x). L (-1)T Dr(an_Hr(X) LSt.w(X))r
n-t~j,<n-l n-l<.r<) 0

und

(Lv! LPt)o = I Dn-Hv(x). I (_1)r Dr(an-i+r(x)-LP-t(-X»r .
n-t~j<n-l n-t<r~} 0

Wegen (v - 1) E HAP) und St.f = St,w + Pt folgt mit der Linearitat von
L die Behauptung.

Fur Polynom-Splines n-ten Grades vom Typ I, also den Fall

L = Dn,

lassen sich das Polynom Pn und der reproduzierende Kern Kn des Energie
raums

zum Operator

An = (_1)n D2n,

explizit angeben.
Nach Phillips [17] erhalten wir fUr f E w2n(I) als Losung des Zwei-Punkte

Hermite Randwertproblems

das Polynom

(_1)n D2nPn = 0

DipnCO) = Dif(O)

DiPn(l) = Dif(l) (0 ~j ~ n - 1),

Pn(x) = I (Dif(O) qi,n(X) + Dif(l)(-l)i qi,n(l - x»
O,;;i,;;n-l
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"7)

qj,n(Z) ,~ jr (I -- Z)/1 .
'II -- k - 1)

" (, _Ie
L.. , k ~ .

;:/,"(",'lI-J-l

Beriicksichtigt man, daB

die Green-Funktion des Anfangswertproblems

(N fCC ~2n(I); L' E L/I)),

(0 .i:(; 2n - 1)

ist, so ergibt sich mit Hilfe von P n und Gn einer Idee von Gordon [11]
folgend fUr den reproduzierenden Kern von H A die Funktion

n

__ n ( (x - y):,,-l (- I)j (I - y)2n-H . )
Kn(x,y)-(-I) (2 -1)1"-- I (2 _ '-1)1 qj.n(l-:\)"

11 • O,,;;;,,;;n-l 11./ .

4. NUMERISCHE BEISPIELE, ANWENDUNGEN AUF DIE STATISCHE

BIEGUNG VON BALKEN

Das in (3.1) und (3.2) bzw. Satz 6 beschriebene Verfahren zur Berechnung
von L-SpIines solI an einigen numerischen Beispielen iIIustriert werden.

Zu den Funktionen

flex) c= 4x(l - x) sin(7Tx)
aus Jt?(I) bzw.

fix) = sin(7TX)

aus W2
2(I) wurden jeweils die in Frage kommenden L-SpIines St.f

k
(t = n,

I; n = 1,2; k = 1,2,3) zu den Knoten

Xi = i/l0 (0 :(; i :(; 10)

berechnet. Dazu wurde der diskrete FehIer

sowie die zugehorende Rechenzeit Z in Sekunden ermitteIt.
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Reproduzierender Kern von (U''l(I); (L(o) L(o»o):

K(x, y) = i-x(2 + x)(3 - y 0 (2 + y» (0 ::-::;:; x ::-::;:; y ::-::;:; 1),

= ty(2 + y)(3 - x 0 (2 + x» (0 ::-::;:; y ::-::;:; x ::-::;:; 1).

Hermite-Birkhoff-Po1ynom:

P(x) = -lex - l)(x + 3)/a(0) + tx(x + 2)/a(1)

k eLk Z

1 2,42 0 10-2 0,38
3 i 1,42 0 lO-a 0,40

BEISPIEL 2. Operator:

L = Dl + aDo (a = _ 1 )
x + 1 '

Reproduzierender Kern von (Wl(I); (L(o) I L(-)o):

K(x, y) = y(1 - x) - (y - x)~ .

Hermite-Birkhoff-Po1ynom:

P(x) = (1 - x)/a(O) + x/aU)

k eLk I Z

1 2,36 0 10-2
[ 0.41

3 I 2,89 0 lO-a 0.43

BEISPIEL 3. Operator:

L = aD2 (a(x) = ( x ~ 1 t 2
), L*L = D2(a2D2) 0

Typ I:

Reproduzierender Kern von (W2
2(I), (L(-) I L(-)o):

1
K 2(x, y) = 156 x2(y - 1)2 (2y(x + 3)(5y + 13) - x(x + 2)(9y2+ 26y + 13»

(0 ::-::;:; x ::-::;:; y ::-::;:; 1),

1
= 156 y2(X - 1)2 (2x(y + 3)(5x + 13) -y(y + 2)(9x2 + 26x + 13»

(0 ::-::;:; y ::-::;:; x ::-::;:; 1).
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9

Hermite-Birkhoff-Polynom:

Y:f(x 2(x - 1)(4x 9)R(I) ~...y(x 1)2(5x -- 13)/3'(0)

-- x 2(9x2 8x --- 30)/3(1) + (X --- 1)2(9x2 -j- 26x -i- 13)/1(0))

k C2,k Z

1 1.27· 10-4
j 0,41

3 2,74' 10-7
I 0,41

Typ II:

Reproduzierender Kern von (W2V) n Wl(I); (L(') I LO)o):

Klx, y) = l\X(Y - 1)(y(y2 -+- y - 5) + x 2(x + 2)) (0 ~ x ~ y ~ I),

= l\Y(X - 1)(x(x2 + X - 5) + y2(y + 2)) (0 ~ y ~ x ~ 1).

Hermite-Birkhoff-Polynom:

PI(X) =c_" (I - x}MO) + x.h(l)

k eu Z
1_1 _

214,14 . 10-5
1- 0,39

3 1,29' 10-3 0,40

Nach Satz 4 und Collatz [3], Stakgo1d [20] bietet sich folgende Anwendung
auf die statische Biegung von Balken an.

Auf einen Balken mit der vedinderlichen Biegesteifigkeit 1/(x -j- 1),
der an seinen Enden °und 1 fest eingespannt bzw. gelenkig gelagert ist,
mussen an den Stellen x,: = i/lO (1 ,.:;; i ~ 9) Einzellasten der GroBe
c,:,k!I) bzw. C':,l(h) gemiiB folgender Tabelle

___I 1 I 2 1_3_1_4_1
_C_':,_2(};_I)_jl-O,20 123,38136,47 [ 40,88 !

c':,lek) 7,971 7,37 i 7,551 6,90

. 5 6 7 I 81------.--1._

I 37,01 26,77 12,48 -3,00 -17,61
'1--'-----1----1----
,I Ii 5,91 i 4,59 3,03 1,49 -0,3

wirken, damit seine statische Biegungs1inie durch die Punkte (x,: ,hex,:))
bzw. (Xi ,h(xI )) (0 ~ i ~ 10) geht. Die Auslenkung des Balkens zwischen
den Beiastungstellen Xi wird durch den gemaB (3.1) und (3.2) berechenbaren
L-Spline S2,fl yom Typ I bzw. SU

2
vom Typ II reprasentiert.
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BEISPIEL 4. Operator:

(a(x) = - x ~ 1) ,
Typ I:

Reproduzierender Kern von (T'V2
2(I); (L(-) I LO)o):

K 2(x, y) = -b2(x - 1)2 (2xy + y - 3x) + My - x)~ .

Hermite-Birkhoff-Polynom:

P2(x) = x2(x - 1)/3'(1) + x(x - 1)2/3'(0)

+ x2(3 - 2x)/3(1) + (x - 1)2(2x + 1)/3(0)

k e2,k Z

1 ] ,24 . 10-4 0,47
3 5,57']0-7 I 0,53

Typ II:

Reproduzierender Kern von (W2
2(I) n Wl(I); (L(·) I L('))o):

Kl(x, y) = -b3 + _y(6y 2+ 7y + ]4) x + 5\y(3y 2 - lOy - 20)x2

+ 1\y( y + 2) x3+ iC y - x)~ .

Hermite-Birkhoff-Polynom:

Pl(x) = ix(x + 2)/3(1) - iex - 1)(x + 3)/aCO)

k eLk Z

2 1,48' 10-3 0,57
3 6,67' 10-4 0,59

9876

33,22 50,90

11,40 I 8,36

5

I
] 2

1-22,8] 7,64

I
i 52,10 -7,42

In diesem Beispiel miissen an den Stellen Xi = i/1O (1 ~ i ~ 9) Einzellasten
der Gri)Be Ci.2(J;) bzw. Ci.1(f2) gemii13 der Tabelle

3 4

57,10 50,90 33,22 7,64 -22,81

~I~~ 12,59 -22,61
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wirken, damit die statische Biegungslinie eines Balkens mit dcr konstantcn
Biegesteifigkeit 1, der an seinen Enden 0 und I fest bzw. drehelastisch
eingespannt ist (mit einer DrehelastiziHit der GroGe I in 0 und -~ in I),
durch die Punkte (x; ,j;(Xi)) bzw. (Xi J2(X,)) (0 i "'"~ 10) geht. Die Aus
lenkung eines solchen Balkens zwischen den Belastungsstcllen Xi wird
wiederum durch den L-Spline Su, yom Typ I bzw. SU

2
yom Typ II reprasen

tiert.
Zur Berechnung der reproduzierenden Kerne in den Beispielen 1 und 3

yerweisen wir auf die Ausfiihrungen bei Collatz [3].
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